Hiperbolikus programozasi feladat

Dr. Kovér Gyorgy

A linedris programozasi feladat megoldésara kidolgozott szimplex modszer alkalmas modositasok utan
felhasznalhaté nemlineéris feladatok megoldasara is.

A hiperbolikus programozasi feladat a célfiiggvényben tér el a linearis modelltl. A célfiiggvény két
linedris fiiggvény hanyadosa. A hdnyados alaku célfiiggvény gyakori, megtalalhatjuk kézgazdasagi
alkalmazasokban. A gyakorlatban megfogalmazhatjuk a kovetkezképpen:

Hatarozzuk meg a vallalat termékdsszetételét, ha ismert az egyes termékek darabonkénti elallitasi

koltsége, valamint a darabonkénti nyeresége. Hatarozzuk meg azt a termelésszerkezetet, amrly mellett az
egy forint koltségre jutd nyereség a legnagyobb!

Hatdrozzuk meg

X}, Xy, ., X, €rt€keket Ugy, hogy maximalizaljak a

Xy + CoXy + ..+ cx, —C
dlx1 + d2x2 + ...+ dnxn — do

célfiiggvényt, mindzben eleget tesznek a
ax;tax,+..+a x. <b
ayx; ta)x, + .. +a, x <b,

a,x, +a,x,+.. +a, x < bm

linearis egyenltlenségrendszernek.
Mint a bevezet feladatunkban, ismét feltessziik, hogy nemnegativ megoldasokat fogadunk csak el,
vagyis x, Xy, ..., x, = 0.

Matrix és vektor jeldléseket alkalmazva, ahol a matrixokat és vektorokat félkovér betkkel jeloljik, a
kovetkez formuldkhoz jutunk:

T
L cxX—¢6
maximalizdland6 (] z=
T
dx— dO

feltéve, hogy Ax < b, x>0, b >0



X - b, 0
X b
ahol " =[c;, ¢y, d =[dy, dyynd,] x=| " | b=| ~ 0=

Természetesen a megengedett megoldasok halmazén a célfiiggvény nevezje nem veheti fel a zérus
értéket.

d'x —d, +# 0.

Kimutathatd ugyanakkor, ha a nevez a megengedett megoldasok halmazan egyetlen x esetén sem nulla,
akkor eljelet sem valt. A fejezet tovabbi részében feltételezziik, hogy a célfiiggvény nevzje pozitiv,
amennyiben x eleme a megengedett megoldasok halmazéanak.

d'x —d, > 0.

A modszert, melyet Martos Béla dolgozott ki, normalfeladathoz tartozo feltételrendszerrel mutatjuk be,
de megszoritas nélkiil alkalmazhaté a modositott normal és az altalanos feladat feltételrendszere mellett
is.

A modszer 1ényegét két részlet képezi.

Az els tennivalo az, hogy a tort alakl célfiiggvény szamlalgjat és nevezjét a szimplex indul6 tablazat
kiilon-kiilon soraban elhelyezziik ugy, mint a feltételrendszer egyes egyenltlenségeit. Azért van erre
sziikség, hogy a bazis-transzformacidban a célfiiggvényben szerepl értékek is részt vegyenek, ugy, mint
az egyiitthaté matrix (A) elemei.

A masik dolgunk az, hogy a szimplex tablazatok altal szolgaltatott bazismegoldasokrol eldontsiik, hogy
a megoldas optimalis-e?

A bazismegoldés optimalitasat a bazis-transzformacionak aldvetett célfiiggvény-szamlalobol és -
nevezbl képzett ¢’ vektor elemeinek eljele alapjan hatarozhatjuk meg. Képezziik tehat:

T _ T T

vektort az indulotablabol, majd minden egyes baziscseret kovetoen.
A megoldés akkor optimalis, ha ¢ vektor egyetlen eleme sem pozitiv.

Vagyis <o,
Az optimalitas kritériuman til arra is eszkdzt kaptunk, hogy melyik valtozét vonjuk be a bazisba. Az

olvas¢ is ellenrizheti, hogy akkor névekszik a célfiiggvényiink értéke, ha olyan valtoz6t vonunk be a
megoldasba, melyre a = codT — docT vektorban szerepl érték pozitiv.

A hiperbolikus programozasi feladat megoldasanak fent részletezett modszerét egy példan keresztiil



mutatjuk be.

Tekintsiik a kdvetkez hiperbolikus programozasi feladatot.

Példa: hiperbolikus programozasi feladat megoldasa a Martos modszer szerint
1. Legyen a megoldandé feladatunk (x>0) és z=— max celfiiggveny mellett.

Feltételrendszer:
Y +x2 <o,

2~x1 X, <4

Célfiigvény:

X +4~x2+1
3~x1 +x2+1

A feladatot a kovetkez indulo6 tdblaban fogalmazzuk meg:

0 x x, b
u, 11 6
u, 2 -1 4
c 1 4 -1
d 3 1 -1
t -2 3 1

Figyeljik meg ¢, €s d, eljelhelyes értékét az indulo tablaban. ¢’ elemeit a modszer fent ismertetett képlet

szerint szamitottuk.
Az indulo tablabdl leolvashatjuk az indulo bazismegoldast: x; =0, x, = 0.

A megoldas nem optimalis. A célfiiggvényiink nevezje nemnegativ megoldas esetén pozitiv, a

moddszerben szerepl feltétel szerint a megoldas akkor optimalis, ha { elemei negativak.

Az indulotablaban megjeloltiik a kovetkez generald-elemet. A generald-elem kivalasztasanak feltételei
azonosak a normalfeladatban ismertetettekkel.

A béazis-transzformacio elvégzése utan a kovetkez tabldzathoz jutunk:



Az 1. tablazat b oszlopabdl leolvashaté bazismegoldast: x, =0, x, =6,

A megoldas optimalis. A célfliggvénylink nevezje nemnegativ megoldas esetén pozitiv, a médszerben
szerepl feltétel szerint a megoldas akkor optimalis, ha ¢ elemei negativak.
Az optimalis megoldashoz tartoz6 célfiiggvény értékét a tablazat jobb alsoé eleme tartalmazza.

x1=0,x2=6,z=275.

A hiperbolikus programozasi feladat grafikus megolddsa

Az elzekben megoldott kétdimenzios feladat grafikus megoldasat keresstik .

Feltételrendszer:
Y +x2 <6,

2-x1 —X, <4

Maximalizalando célfiigvény:

x1 -+-4~)c2 +1

3-xl +x2+1

A grafikus megoldashoz vezet els 1épés a megengedett megoldasok halmazanak szemléltetése.
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A korabbiaktol eltéren Az abrardl hianyzik a célfliggvény. Emlékeztetiink arra, hogyan rajzoltuk meg a
linearis célfliggvény egyenesét.
Tegyiik fel, hogy a maximalizéland6 célfiiggvény:

z=Xx, +2x2. — max

A célfiiggvény értékét onkényesen megvalasztva
X, +2x,=K

egy egyenes egyenletéhez jutunk, amit a megengedett megoldasok halmazat tartalmazo
koordinatarendszerben adbrazolhatunk.

A hiperbolikus feladat linearis tort alak( célfiiggvényének abrazolasara hasonlé utat valasztotunk.
Onkényesen megvalasztjuk a célfiiggvény értékét.

X, + Cy Xy — €
dyx) +dyx, —d,

=K. Irjuk 4t az egyenletiinket a kovetkez formaba:

Xy Fex, —¢p=K (allx1 +dyx, — do)- K kiilonboz értékeire egyenes sereget kapunk. Létezik egy

olyan pont, nevezziik forgadspontnak, amely ponton minden egyenesiink keresziil megy, akarhogy is
valasztjuk meg K ertéket. Az egyenletiinket barmely K értékre kielégiti az az x,, x, szampar, amely

megoldasa az



e Xy +eyxy, —¢,=0
d,-x, +d,-x, —d,=0 egyenletrendszernek.

A megoldast a kovetkezk szerint kapjuk:
dy ¢y — ¢y dy

x =
1 . .
d2 L —C d1

dy-cy—cpd,

X, =—
2 .
dy-cy—cpd,

Az egyenesiink egyenletét a kovetkez formaba atirva az egyenes meredekségét hatarozhatjuk meg.

(¢ — Kd, )xl + (cZ—Ka’z)x2 =c, — Kd,,, A meredekséget a kovetkezképp szamithatjuk ki:

cl—K'd1 Hol ¢y
m=-————,ahol K # —
cz—K-d2 d2

Lathatjuk, hogy az m meredekség fligg a megvalasztott K értékétl. Derivalassal azt is megmutathatjuk,
hogy a meredekség monoton fliggvénye K-nak.

A hanyados derivalasi szabalya szerint elvégezve kapjuk:

dm _ dy-cy=dyc
K (¢,—K-d,)*

A fenti derivaltrol megallapithatjuk, hogy a K értékétl fiiggetleniil az eljele csak a szamlalotol fiigg,
mivel a nevez pozitiv, hiszen masodik hatvanyon szerepel. Ha a szdmlal6 negativ, a meredekség
csokken, ha noveljiik a K értékét, mig pozitiv derivalt esetén a meredekség novekszik.

A fenti példara elvégezve a szamitasokat, a forgaspont koordinataira kapjuk:

dycy—cydy 3

17 dz-c1 —cz-d1 a F

dycy—cydy _ 2

02~ dl'cz—cl'd2 a F

c, —K-d
Ha K =1, akkor m=- 4 L. 2 Az egyenest a kovetkez abran szemlélhetjiik.
c,—Kd, 3
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A forgaspont koriil elforgatva az egyenesilinket ndvekv konstansok esetén (K =-0.5, 0, 0.5, 2, 3,5) a
kovetkez abrasorozatot kapjuk:

Figyeljiik meg, hogy K novelésével a célfiiggvényt reprezentald egyenes meredeksége egyre ndvekszik.

dm _ dicy=dyc,
2

dK (Cz —K- dz)
meredekség novekedését.

. derivalt szamlaldja jelen péeldaban d|-c,-d,-c, = 11 ami pozitiv €s indokolja a
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Emlékeztetiink arra, hogy a meredekség K konstanstdl fiigg kifejezése a kovetkez:

¢ —K-d, © © .
m=- ————,ahol K # —. Ahol — =4. Vegyiik észre, hogy a meredekség eljele K =3 ésK =5
c, —K-d, d, d,
kozott pozitivrol negativra valtozott, azm(K) fliiggvény K =4-nél nem folytonos, nem megsziintethet
szakadésa van.

Kétvaltozos hiperbolikus programozasi feladatok grafikus megolddashoz:

1. feladat
>0

Xl, X2

8-x1 —|-4-x2 <40

3'x1 +6-x2 <42

3-x1 +5~x2—2
7= ———"—"—— — max

x1 +2'x2 +2
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2. feladat

), X, >0
0t ox, =<2
x1+2' XZSZ

6- xl +4x2 +2

x +2~x2+3

1




0.5

3. feladat

X Xy >0

Y +x2£3
x1+2~ x2§8

x1 —i—4-x2 +2

1 2

x, +2-x,+2



Z=0.5

3
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3. Legyen a megoldando feladatunk (x>0) és z=— max celfiiggveny mellett.

Feltételrendszer:
Y +x2 +x3 +x4 <13,

X —}—x3 +x4 <12,

x2+x3 <6

Maximalizélando célfiigvény:

5')61 -1—2-)62—1-3%3 +4'x4—3

3-xl +x2 +2-x3 +2-x4 +4

A feladatot a kdvetkez indulo tdblaban fogalmazzuk meg:



t 29 11 18 22

Figyeljiik meg c,, €s d, eljelhelyes értékét az indulo tablaban. ¢’ elemeit a modszer fent ismertet képlete

szerint szamitottuk.

Az induld tablabol leolvashatjuk az induld bazismegoldast: x; =0, x, =0, x; =0, x, = 0.

A megoldas nem optimalis. A célfiiggvényiink nevezje nemnegativ megoldas esetén pozitiv, a
modszerben szerepl feltétel szerint a megoldas akkor optimalis, ha ¢ elemei negativak.

Az indulotablaban megjeldltiik a kdvetkez generald-elemet. A generald-elem kivalasztasanak feltételei
azonosak a normalfeladatban ismertetettekkel. Legyen pozitiv, a ,,szuk keresztmetszet” alapjan

valasztjuk.
A bazis-transzforméacio elvégzése utan a kovetkez tablazathoz jutunk:

A bazis-transzformacid 1épéseit az u, c, d sorokra alkalmazzuk, a t sor értékét ezt koveten, a
modszerben ismertetett

T_ T T
t —cod —doc

képlet alkalmazasaval hatarozzuk meg. A kapott tablazat a kovetkez:

c 1 2 -1 -4 -45
d 1 1 0 -2 -28

45
t -17 11 -28 -22 —
28

Az 1. tablabol leolvashatjuk a bazismegoldast:

x,=0,x,=0,x;=0,x,=12.



A megoldas nem optimalis. A célfiiggvénylink nevezje nemnegativ megoldas esetén pozitiv, a

modszerben szerepl feltétel szerint a megoldas akkor optimalis, ha ¢ elemei negativak.
Az indul6tdblaban a t sordban talalhat6 11 felett megjeloltiik a kovetkez generdlo-elemet.

c 1 -2 -1 -2 -47
d 1 -1 0 -1 -29
t -18 -11 -29 -11 47

29

A 2. tablabdl leolvashatjuk a bazismegoldast:

x,=0,x,=1,x,=0,x,=12.

A megoldas optimalis. A célfiiggvénylink nevezje nemnegativ megoldas esetén pozitiv, a modszerben
szerepl feltétel szerint a megoldas akkor optimalis, ha ¢ elemei negativak.
A tabléazat jobb also eleme a célfiiggvény kiszdmithato értékét mutatja, amely az optimalis érték.

Feltételrendszer: Valasszon a felkinalt feladatok kozil!
x, +x, <6,

X, +x, < 4, 3. feladat

x; <5

Maximalizaland¢ célfiiggvény: z — max
3x;+x,-1
x,+2x,+3

Szimplextablazat:




0 x x, b
w, 1 1 6
u, -1 1 4
u, 1.0 5
c 3 1 1
d 1 2 -3
1
t 10 5 -—
3
Baziscsere:
Ul e 1| generald elem:

Végrehaijtas |

(0, 0) z=1/3

1o\ 1 2 3 4

2w

Y

["a kijelolt elem nem szik keresztmetszet"]

Eredmények:

[xl =0,x,= 0]
‘celfuggveny i (z=-1)

a ‘megoldas’ nem ‘optimalis’




